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Sommario

La seguente trattazione ha lo scopo di introdurre alla teoria matematica del
controllo, ai suoi teoremi fondanti e ad alcuni dei risultati principali tra cui
il concetto di controllabilitd e di controllo ottimo. Verranno introdotti im-
portanti risultati quali il Principio di Massimo di Pontryagin, le equazioni di
Hamilton-Jacoby-Bellman e le equazioni di Riccati. Si fara particolare atten-
zione alle conseguenze pratiche di tali teoremi e deduzioni, quali la possibilita
di utilizzare i metodi sopracitati per la sintesi di controlli feedback, al fine
di sottolineare come questa teoria sia fondamentale per trattare problemi di
controllo in maniera completa.
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Capitolo 1

Introduzione

Per fornire una chiara definizione dell’ambiente in cui questa trattazione si
muove, come si legge in [9]

La Teoria del Controllo studia i metodi per capire, governare e
modificare il comportamento di sistemi dinamici, naturali o ar-
tificiali, al fine di guidarli a raggiungere finalitd assegnate. Per
sistema dinamico si intende un insieme di grandezze variabili nel
tempo in modo interdipendente. I sistemi dinamici oggetto della
teoria del controllo possono essere di natura diversa: essi sono in
molti casi sistemi fisici elementari (per es., meccanici, elettrici,
termodinamici), ma vi sono anche sistemi di natura biologica,
economico-finanziaria, ecologica e ambientale. Spesso, in un si-
stema controllato convivono e interagiscono elementi differenti,
in particolare le grandezze fisiche del sistema da controllare, e le
informazioni usate dalla logica del controllo.

Formulazione matematica

Come viene costruita in [2], nella seguente trattazione si fa riferimento a
Q={c:ce Rl <1,i=1,2,...,m} il cubo unitario in R™. Viene
definito U, = {u(-) : u(-) € Q e u(-) misurabile}. Ogni controllo puod quindi
essere definito per un preciso istante t1, specifico per ogni controllo.

Si noti come richiedere che u(-) sia misurabile identifica funzioni molto ge-
nerali, come risulta dalla definizione di misurabilitd e funzione misurabile
presente in [8]. Tale condizione deriva dalla necessita di assicurarsi che le
funzioni siano quanto meno integrabili, dato che molte delle operazioni ne-
cessarie in questo ambito sono di integrazione. Si sottolinea che in molti casi
pratici le funzioni posseggono maggiore regolarita, come nel caso delle fun-
zioni costanti a tratti.

Per ogni istante ¢ > 0 si definisce un insieme target 7 (t) C R™ | dove T (t)
¢ definito come insieme chiuso. Durante tutta la trattazione il target verra
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assunto come T (t) = 0Vt > 0 per semplicita, ma eventuali altri valori non
riducono la generalita delle considerazioni. Tale semplificazione deriva dal
fatto che in caso contrario sarebbe necessario analizzare anche 1’evoluzione
del target, indicato quindi da ora in poi con T.

Infine viene descritta la dinamica del sistema (I’evoluzione dello stato x(t)
sotto effetto del controllo u(t) ) dall’equazione vettoriale alle derivate ordi-
narie

{ x(t) = f(t,x(t),u(t)) £ :[0,00] x R" x R™ — R"
x(to) = %o

(1.1)

Per non incorrere in casistiche specifiche si assume che (¢, x, u), gi - % (i,j =

1,...,n;k = 1,...,m) siano tutte continue, ovvero f € C'!. Queste ipotesi
permettono 'esistenza e 'unicitd di una soluzione per 1.1 definito un con-
trollo u(-) € Uy, .

Si nota che poiché u(-) é richiesto essere soltanto misurabile e limitato (&
appartenente ad €2 ) allora f sara necessariamente continua rispetto ad x ma
solo misurabile e limitata in t per ogni x. Sotto queste ipotesi le soluzioni
saranno assolutamente continue e soddisferanno 1.1 quasi ovunque. Inoltre
é importante specificare che proprio per queste ragioni sebbene il controllo
sia definito su un intervallo [0, 1) non pud essere assicurato che la risposta
sia definita sul medesimo intervallo. Nel caso in cui la dinamica sia lineare,

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(?) (1.2)

con A(t), B(t) almeno continue su [0,¢;) allora la soluzione & totalmente
estendibile su [0,¢1). Considerando la grande classe di problemi che il caso
lineare copre, questo risultato ¢ molto generale.

La soluzione di 1.1 per uno specifico controllo u(-) & detta risposta ad u(-) e
viene definita come x[t] = x(t; %0, u(-)).

11 problema di controllo,

x(t) = f(t,x(t),u(t)) u(-) € Up, T dati (1.3)

equivale a identificare quali x¢ e u(-) € Uy, hanno una risposta appartenente
all’insieme target, ovvero x[t;] € T per qualche ¢; > 0 finito. In tal caso si
dice che il controllo conduce lo stato iniziale all’obbiettivo del controllo ed é
definito come controllo di successo.

In queste circostanze si pone quindi il vero e proprio problema di controllabilita,
e dell’esistenza di un controllo ottimo.

o Controllabilita : consiste nella definizione di condizioni algebriche che
assicurino che il sistema puo essere condotto ad un target definito. In
questa analisi si notera come possano valere teoremi molto potenti limi-
tandosi a considerare una classe particolare di controlli, ovvero quella
bang-bang, da cui 'omonimo principio cardine.



e Controllo Ottimo : consiste nel definire il migliore controllo per il siste-
ma, ovvero quello che minimizzi 0 massimizzi un ben definito funzionale
costo , dove

Pu()] 2 [ fOxlt), u(t))dt (1.4)

to

Nel caso di un’ottimizzazione a tempo finito e termine libero la formula
precedente é della forma:

T
HmﬂﬁA7@MM@MHﬂ@@D (1.5)

con x soluzione del problema di controllo per lo specifico u. La fun-
zione r ¢ il costo in itinere, ovvero il costo per essere arrivati fino allo
stato specifico, g € il costo terminale, relativo al costo per trovarsi allo
stato specifico al tempo T. In molti casi ingegneristici I'intervallo di
integrazione & definito da un tg ad un T, dove a variare ¢ il primo. Nel
caso di un’ottimizzazione a tempo libero e termine fisso ¢ della formas:

Plu()] 2 /O rx[t], u()dt 7= r[u(-)] : x(r) € T (1.6)

11 problema base di controllo ottimo sta nell’individuare, nel caso esista,
proprio il controllo ottimo u*(+), ovvero (nel caso di minimizzazione)

u’(-) :P*()] <Plu()] vua() € lUn (1.7)
Qui si inseriscono gli importanti risultati del Principio di Massimo di Pon-

tryagin e della Programmazione Dinamica, entrambi legati alla possibilita di
definizione di un controllo ottimo e strettamente connessi I’uno all’altro.



Capitolo 2

Controllabilita

Formulazione matematica

Nel problema di controllo 1.3 viene definito come problema di controllabilita
I'individuazione degli stati iniziali x(f = 0) = x¢ tali per cui esiste almeno un
controllo che conduca tale stato all’insieme target in un tempo finito, senza
definire ancora un funzionale di costo. In tal caso viene definito I’insieme
controllabile

C = {Xo e R™: Elu() EUpm,t1 >0 : X[tl] S T}

Nei problemi di controllabilita e in generale nell’applicazione della teoria
del controllo a casistiche reali pud essere utile considerare speciali classi
di controlli, pin simili a quelli sintetizzabili. Questo equivale a considerare
sottoinsiemi di U,:

1. Upc = {u(-) € Uy, : u(-) costante a tratti}
ovvero la classe dei controlli costanti a tratti, per cui esiste una parti-
zione del tempo tale che il controllo € costante su ogni sottointervallo
di partizione.

2. Ugp ={u(-) €Uy, : W|=1,i=1,...,m}
ovvero la classe dei controlli bang-bang. Questa classe di controlli utiliz-
za solo 1 punti estremali dell’insieme di controllo ( 2 ¢ il cubo unitario)
ed & di facile sintesi. Inoltre relativamente a tale classe di controlli esi-
stono teoremi molto potenti, ne segue 'attenzione che gli verra dedicata
in questa trattazione.

3. Upppc = {u(") € Uy, : u(-) costante atrattie |u'| =1,i=1,...,m}
ovvero la classe dei controlli costanti a tratti e che inoltre assumono
solo i valori estremali.
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2.1 Caso lineare

Si consideri prima di tutto che il caso lineare (L) & una particolarizzazione
del caso non lineare (NL), sia esso autonomo (A), ovvero non dipendente
esplicitamente dal tempo, o meno. Segue

x(t) = f(x(t),u(t)) (NLA)
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (LA) A, B matrici

Nel caso lineare non autonomo si ha che f(¢,x(t), u(t)) = A(t)x(t)+B(t)u(t),
nel caso autonomo costanti.

Si ricorda che, sotto ipotesi di unicita (valide nel nostro caso), 'unica so-
luzione del problema (LA), ovvero di una ODE non omogenea & definita
dalla formula di variazione dei parametri considerando Bu come parte non
omogenea,

t
x(t) = exq + / A=) Bu(s)ds
0

dove e’ ¢ la matrice esponenziale. Dalla formula di variazione dei parametri
segue direttamente che la formulazione pit semplice di controllabilita dello
stato iniziale xq &

xg €C = Ju(-) € Up, : x(t) =0

ovvero,
t

0= etxo + / eA=%) Bu(s)ds (LA)
0

da cui segue,

Definizione 2.1.1 (stato iniziale controllabile).

2 € C<= g = — fg e~ 45 Bu(s)ds per qualche controllo u(-) € Uy,.

Seguono una serie di teoremi introduttivi finalizzati a garantire la va-
lidita di teoremi piti potenti. Essi descrivono le caratteristiche dell’insieme
controllabile e una sua proprieta algebrica:

Teorema 2.1.2. Per un sistema (NLA),
C ¢ connesso per archi. Inoltre C é aperto <= T € IntC.

1l Teorema 2.1.2 stabilisce che nell’insieme controllabile ogni controllo é
ottenibile come composizione di controlli di successo (connessione per archi).
La condizione T € IntC e molto importante: delle fluttuazioni abbastanza
piccole che allontanino lo stato dal target verranno automaticamente annul-
late; nei casi reali queste fluttuazioni sono sempre presenti. Inoltre trovandosi
abbastanza vicino allo stato target € possibile raggiungere quest’ultimo in-
dipendentemente dalla direzione di controllo (negli stati).
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Teorema 2.1.3. Per un sistema (LA),
linsieme controllabile C C R™ ¢ simmetrico e convesso.

Il Teorema 2.1.3 descrive la struttura dell’insieme controllabile come sim-
metrica e chiusa rispetto a combinazione convessa, ma non ¢ valido per classi
di controlli che non siano simmetrici o convessi (Upp), perché in tal caso €2
non € chiuso rispetto a combinazione convessa.

Definita la matrice di controllabilita per (LA)
M e R™(Mmn) N —[B, AB, A’B,..., A""'B]
segue,

Teorema 2.1.4. Per un sistema (LA),
rang(M) =n <= T € IntC (<= C aperto)

Il Teorema 2.1.4 riconduce la possibilita di avere un target robusto ri-
spetto a fluttuazioni allo studio delle proprieta algebriche di una ben definita
matrice, propria del sistema dinamico studiato. Inoltre, poiché viene messo
in gioco il rango della matrice, questa proprieta (e seguenti) ¢ invariante per
rotazione del sistema, poiché tale trasformazione non modifica il rango della
matrice di controllabilita. Segue la possibilita di costruire sistemi equivalenti:

x(t) = A(t)x(t)+ B(t)u(t) = PAP'x+QBQ ' u

= rang(M) = rang(M)

Dimostrazione.

Per 2.1.4 si considera 'assunzione 7 = 0 e si dimostra l'equivalente 0 ¢
IntC <= rang(M) < n.

Considerando la definizione di stato iniziale 2.1.1 nel caso di un sistema (LA),

t1
X0 = —/ e~ 4*Bu(s)ds (2.1)
0

Dall’ipotesi che rang(M) < n segue che 3y € R, |ly||=1: yTA*B =0,
Vk =0,1,---,(n—1), ovvero poiché il rango non & massimo una delle colonne
pud essere scritta come combinazione lineare delle altre, su R™ esiste una
direzione non coperta, quindi perpendicolare ad ogni colonna di M. Ora,
definito il polinomio caratteristico di A P(\) = det (A — A) vale il Teorema
di Cayley-Hamilton, che impone P(A) = 0. Il teorema indirettamente implica
che A™ pud essere scritto come combinazione lineare delle potenze inferiori,
A" = B1AM 4o 4 By, (%), segue

y' A"B = fiy" A" B + oy A" PB4 By’ B =0
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Perd moltiplicando (x) per yT A si ottiene y” A"T!B = 0, permettendo 'in-
duzione della relazione di ortogonalita, ovvero yZ A*B = 0V k € N. Si nota
che

o (—1)kAF
e As _ Z (]2!5143’
k=0
& quindi vero che yTe 4B = 0. Segue che Vx¢ € C y'xg = 0 per 2.1.1.
Questo equivale a dire che C giace su un iperpiano perpendicolare a y per
ogni t; > 0. Per concludere, dato che il vettore y non ¢ banale 0 ¢ IntC.
Supponiamo ora che 0 ¢ IntC, segue che Vt; >0 0 ¢ IntC. Ora, é vero che
0 €CVt; >0 (u(-) =0), e C ¢ convesso, quindi V&; > 0 deve esistere un
iperpiano passante per 0 tale che C giaccia su uno dei due lati dell’iperpiano,
cio¢ db(t;) #0 : Vxp €C b xg < 0, allora

t1
/ bTe A Bu(s)ds = —bTx¢ >0 Yu(:) € Up,¥xo €C
0
Se si considera ’equazione (2.1) si nota che di fatto xo definisce i vari punti
raggiungibili con un controllo specifico al tempo ¢;. Poiché £ & simmetrico
deve essere possibile variare liberamente il segno del controllo specifico u(-)
in questione, ma questo implica che b e 45B = 0su [0,¢1] perché la disugua-
glianza rimanga valida. Imponendo s = 0 e differenziando k volte 'identita
appena trovata segue che bTA*B = 0, Vk € N. Di fatto b ¢ ortogonale alle
colonne di M, segue che rang(M) < n.

O]

Facendo riferimento alla dimostrazione di 2.1.4, si definisce sistema proprio
un sistema in cui b?e 4B # 0 Vb # 0. Nei sistemi (LA) questo ¢ equiva-
lente a dire che rang(M) = n.

Teorema 2.1.5 (Di completa controllabilita). Per un sistema (LA),
C=R"<=rang(M)=n e ReA<0 V X autovalore di A

11 Teorema 2.1.5 definisce le condizioni piti potenti sotto cui & possibile
trovarsi: ogni stato possibile puo subire un controllo che comporti il raggiun-
gimento del target. Come viene fatto notare in [3|, la completa controllabilita
¢ per i sistemi (LA) un concetto duale rispetto alla completa osservabilita,
che viene infatti definita da condizioni algebriche molto simili.

Teorema 2.1.6. Per sistemi (LA) con controlli senza restrizioni,
C=R" < rang(M)=n

Ovvero la condizione sugli autovalori della matrice della dinamica A puo
essere rimossa per controlli abbastanza potenti da essere considerati non
ristretti ad un insieme (u(t) € R™).



10 CAPITOLO 2. CONTROLLABILITA

2.2 Caso non lineare

I sistemi non lineari autonomi (NLA) descritti all’inizio della sezione pre-
cedente possono essere studiati in modo simile ai (LA) sotto le assunzioni
che f(x,u) sia differenziabile con continuita rispetto alle sue due variabili:
fe C', eche f(0,0) = 0 € R", dove quest’ ultima condizione equivale a dire
che raggiunto lo stato target non sia necessario alcun controllo per rimaner-
ci (stato di equilibrio). Su queste ipotesi, si pud procedere con ’espansione
della funzione di stato in un intorno di (0, 0), ovvero

f(x,u) = £,(0,0)x + £,(0, 0)u + o(|x| + [ul),

dove f;(-,-) e f,(-,-) sono le matrici Jacobiane di f rispetto ad x e u:
[0f1/0x7], [0f'/Ou’]. In questo modo viene generato il sistema linearizzato

x =1£,(0,0)x +£,(0,0)u = Arx + Byu
con matrice di controllabilitd associata

2 -1
Mf = {Bf, Afo, Afo,...,A? Bf}

Su questo sistema sono validi i seguenti teoremi,

Teorema 2.2.1. Nei sistemi (NLA),
rang(My) =n =T € IntC

Come si nota dal Teorema 2.2.1 nei casi non lineari le implicazioni so-
no pit deboli, perché in questo caso appartenenza all’interno dell’insieme
controllabile non comporta una condizione sulla matrice di controllabilita.

Teorema 2.2.2. Nei sistemi (NLA) con rang(My) =n,
limy o0 2(t; 29, 0) = 0 Vg € R"" = C =R"

Il Teorema 2.2.2 evidenzia come siano necessarie proprieta molto poten-
ti quale la globale asintotica stabilita percheé il sistema sia completamente
controllabile, cosa che prevedibilmente non succedeva per sistemi (LA).

2.3 Controlli speciali

I risultati ottenuti con i teoremi precedenti per sistemi (LA) e (NLA) hanno
come oggetto controlli molto generici. Pud essere utile quindi riconsiderare i
teoremi di controllabilita alla luce di particolari classi di controlli come quelle
citate all’inizio del capitolo, perché di sintesi piu facile.

In generale tutti i teoremi precedentemente citati valgono per classi di con-
trollo specifiche quali Upc,Upp,Usppc. Con eccezione di:
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o rang(M) =n<= T € IntC per (LA)
e rang(M) =n =T € IntC  per (NLA)

per i controlli Upp.
A questi teoremi si aggiungono, considerando che i casi (LA) sono una
particolarizzazione dei casi (NLA):

Teorema 2.3.1. Per sistemi (NLA),
T e IntCpc = Cpc =C

dove per Cpc si intende l'insieme controllabile utilizzando controlli co-
stanti a tratti. Il Teorema 2.3.1 stabilisce che la condizione T € IntCpc
¢ molto potente, perché implica che qualsiasi stato raggiungibile con un
controllo misurabile pud essere raggiunto anche con un controllo costante
a tratti. In particolari condizioni quindi é sufficiente sintetizzare controlli
molto semplici, con I'assicurazione che non vi saranno modifiche negli stati
controllabili.

Teorema 2.3.2 (Principio Bang-Bang). Per sistemi lineari (anche non
autonomi), avendo un controllo generico w(t) ristretto a ¥ C R™ compatto,
il corrispondente insieme controllabile Cy ¢é compatto e convesso. Definite
due classi di controlly su due sottoinsiemi compatti con lo stesso inviluppo
convesso, allora i due insiemi controllabili coincidono.

Poiché i controlli bang-bang hanno valori ai vertici di €, ovvero hanno §2
come nviluppo convesso: Cgg =C Vit1 >0

1l Principio Bang-Bang afferma di fatto che, sotto le giuste condizioni,
ogni stato raggiungibile con un controllo qualsiasi é anche raggiungibile con
un controllo di tipo bang-bang.



Capitolo 3

I1 Principio del Massimo di
Pontryagin

Introduzione

Non verra considerata nella seguente trattazione la descrizione dei controlli
ottimi dal punto di vista geometrico (spazi di controllo ottimo e loro ca-
ratteristiche) o algebrico (proprieta algebriche dei controlli ottimi). Questo
perché applicabilita di questi concetti &€ molto limitata. Verranno tralascia-
te anche le condizion: sufficienti di esistenza di controlli ottimi, utili ma non
particolarmente generali, perché basate su molte ipotesi.

Verranno quindi trattate una serie di condizioni necessarie che un controllo
ottimo deve soddisfare; esse vanno sotto il nome di Principio di Massimo di
Pontryagin (PMP). In quanto necessarie esse non garantiscono che il control-
lo per cui risultino valide sia esistente; in particolare I'insieme dei controlli
ottimi potrebbe essere l'insieme vuoto, mentre quello risultante dalle con-
dizioni di Pontryagin non vuoto. Le ragioni di utilizzo risiedono nel fatto
che tali condizioni sono molto stringenti e solitamente riducono la classe dei
controlli potenzialmente ottimi ad una cerchia ristretta, permettendo di in-
tervenire con condizioni sufficienti o sperimentazione diretta ex post.

Tutto il seguente capitolo fara riferimento a controlli misurabili e all'inte-
grazione secondo Lebesgue; nel caso in cui si trattassero controlli costanti a
tratti si potrebbe ricorrere all’integrazione secondo Riemann e il concetto di
"quasi ovunque" dovrebbe essere perd sostituito da quello piu debole di "
ovunque a meno di un insieme finito di punti".

La derivazione del (PMP) verra fatta seguendo rispettivamente [2] nella
derivazione diretta e |3] nell’analogia variazionale.

12
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3.1 PMP per Sistemi Autonomi

Definito il problema autonomo:

{ x =f(x,u), x[t]€R", u(t)eR™

x(to) =x0, T =% (3.1)

con costo generico definito da (1.4), dove t1 & il tempo di arrivo non specifi-
cato. Usato l'insieme di controllo

u(:) €Uy, ={u(:) : u(-) misurabile, u(t) € U, t € [to, t,]}

con U restrizione dell’insieme di controllo, ¥ C R™ e t, dipendente dal
controllo scelto.

Le ipotesi su cui si basa la derivazione del (PMP) sono che f e f° siano
continue rispetto a (x,u) e differenziabili con continuita rispetto a x.

Viene quindi introdotta

Definizione 3.1.1 (Variabile di costo dinamico). La variabile di costo di-
namico per uno specifico controllo u(-) e gli stati associati x[-| ¢ definita
come:

2°lt] = t £O(als), u(s))ds

Segue che per un controllo di successo ¢ ben definito x[¢;] = x1 per qual-
che t; >ty e il costo associato z° [t1]. Nel caso in cui il controllo sia ottimo
allora 2°[t1] ¢ il pit1 piccolo possibile.

La variabile di costo dinamico pud essere usata per eseguire un aumento di-
mensionale: & introdotto il vettore (n+1)-dimensionale %[t] = (z°[¢], x” [t])T
detto risposta aggiunta e £(t,x) = (f°,£7)7.

In questo modo il problema di controllo é ridefinito come

Definizione 3.1.2 (Problema Esteso (1)).

3?2u(-):  lasoluzione di &[t] = J(&[t], u(t)) g.o. &to] = [ 20 ]

0

finisca a [ Z ] ] ( 1 stato di termine)(con x°[t1] il pit piccolo possibi-
1

le).

La richiesta che la soluzione soddisfi ’equazione quasi ovunque deriva dal
fatto che f & solo misurabile in t.
A livello visivo questo problema corrisponde a richiedere che il vettore di
stato esteso colpisca la linea

T = {(&,x1) : € €R, xq target }

il pitl in basso possibile sull’asse 2.

Ora segue:
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Definizione 3.1.3 (Aggiunto alla linearizzazione di (1) e co-stati este-
si).

Per un controllo ammissibile u(-) e la risposta aggiunta associata x[-] si
considera il sistema lineare (n+1)-dimensionale:

(Ad)  w(t) = —fa(alt), u()T@w(t)  geo. (3.2)
Le soluzioni di questa equazione prendono il nome di co-stati estesi.

Per f; si intende la matrice Jacobiana di f rispetto al vettore di stato
esteso X. Ora, poiché nessuna componente della funzione estesa contiene z°
la matrice Jacobiana ha la forma

0 af%/8z' - 8f0/0a"
. of 0 afljoxt .- Of/oa"
fx(x[t],u(t)):[agj]: S '

0 af"/oxt --- Of"/0x"

Puo essere utile visualizzare geometricamente il significato dell’aggiunto alla
linearizzazione: per uno specifico controllo u(-) la soluzione di (1) ¢ una curva
in R"*1. Definito by vettore tangente alla curva %[-] nel punto %[to] allora la
soluzione dell’equazione linearizzata:

b(t) = fe (x[t],u(t))b(t), b(tg) =bo, wu(t) costante

g

éﬂ')

[ 0

AR

Bt

&

X
Bio

Figura 3.1: Andamento dei vettori tangenti e normali agli stati

definisce la tangente alla curva x[t] V¢. In generale ’equazione linearizza-
ta descrive 'andamento della tangente alla curva della dinamica del sistema
esteso. Considerando la forma dell’equazione aggiunta si capisce come essa
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descriva I’andamento dei vettori che giacciono sull’iperpiano n-dimensionale
individuato dal vettore tangente (Figura 3.1).

Nel caso in cui il controllo non sia costante la soluzione dell’aggiunto
alla linearizzazione (Ad) corrispondera alla descrizione dell’evoluzione delle
perturbazioni approssimata al primo ordine, da cui la natura della soluzione
del sistema aggiunto.

Definizione 3.1.4 (Hamiltoniana del problema di controllo).
Se si definisce per il co-stato w(-) la funzione a variabili reali nel tempo:

H(w, z,u) = <ﬁ]7}> = ij(t)fj(xo’x[t]7u(t)) (3.3)
=0

Considerando che la funzione H non dipende da 1° (perché nessun termine
ft dipende da 2° ), si scrivera H (i, z, u).

Seque che H é un’Hamiltoniana per il sistema (i) e laggiunto alla lineariz-
zazione (Ad), ovvero:

OH OH OH >T
q.o.

i ;: AHA =
( ) Z V11] (w7 T, ’U,) (8’[1}0’6’(1]17 78’(1]77“

T
(Ad) = —VyH(iv, 2 u) = — <8H OH aH) q.0.

0x0’ 9z’ 7 9xm

Considerando I'Hamiltoniana H = 3%, w’ f4(x,v) come una funzione
di vettori arbitrari W,x, ev € ¥, fissati x € R” e w € R""!, si definisce

M (w,x) = sup H(w,x, V)
vev

Ovvero la funzione M ¢ il valore maggiore di H che si pud ottenere con
controlli ammissibili, segue

Teorema 3.1.5 (Principio di Massimo di Pontryagin). Si consideri il
problema di controllo esteso (1) soggetto a controlli misurabili u(-) € ¥ C
R™ limitato. Ipotizzando che (u(-), Z[:]) sia la coppia di controllo e risposta
ottima, allora esiste una funzione assolutamente continua w(-) soluzione di
(/fd) g.0. su [to,t1], con

(Z) H(I{U(t)7 ili[t], u(t)) = SUPycw H(ﬁ]7 Z, U) = M(ﬁ][t]v m[t]) q.0.
(ii) M(wlt], 2lt]) =0 sulto,t]

(i) wO(t) = uwl(to) <0 e w(t)#0 sulty,t1]
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Il PMP afferma che se un controllo u(-) & ottimo per (1) allora ¢’¢ una
coppia risposta-aggiunto associata (X[-],w(-)) tale che per ogni istante t
H(w(t),x[t],v) <0 Vv e V. L'uguaglianza viene ottenuta con il controllo
ottimo, ovvero v = u(t), ma non trattandosi di una condizione sufficiente &
possibile che esistano altri controlli che soddifano 'uguaglianza.

Proprio quest’ultima condizione di massimo ¢ la condizione pilt stringente
per eventuali controlli ottimi, e nel caso in cui la classe dei controlli sia
ristretta a casi speciali le condizioni possono essere estese ovunque.

Si puo notare come il caso precedente corrispondesse ad un problema di
controllo a tempo libero e termine fisso (1.6). Nel caso in cui si volesse operare
su problemi a tempo fisso e termine libero (1.5) la formulazione é totalmente
equivalente (operando su T), a differenza che

{ M (wlt],x[t]) = costante su [tg,T] (3.4)

w(T) = Vg(x(T))

La seconda condizione & chiamata condizione di trasversalita (Figura 3.2) e
corrisponde a dire che se si definiscono due insiemi di appartentenza per la
condizione iniziale e la condizione finale, il co-stato & perpendicolare a en-
trambi i piani tangenti i due insiemi nei punti sopra citati rispettivamente
nell’istante iniziale e finale.

:.'1

Figura 3.2: Condizione di Trasversalita [3]

I1 PMP ¢ una condizione necessaria sui problemi di controllo ottimo, so-
litamente quindi viene accoppiata ad una verifica di esistenza di controlli
ottimi. Nel caso in cui f sia lineare, U e le funzioni di costo g e r siano con-
vesse (Ipotesi di Convessita) il PMP diviene necessario e sufficiente.

Una derivazione piu intuitiva di (i77) ed esplicativa della condizione di tra-
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sversalita ¢ presente in |7].
Si considera il problema di controllo generico

{ x(t) = f(t,x(t),u(t)) £:[0,7] x R" x R™ — R"
x(to) = %o
e il problema di Mayer (Figura 3.3)

P(x(T
Inax (x(T,u))

ovvero di massimizzazione di un certo costo da pagare alla fine del processo
di controllo.

Figura 3.3: Problema di Mayer: ¢ = P, R(T) insieme raggiungibile all’istante
T[7]

Ora, data PODE generica x = ¢(t,x) con g misurabile in t e differen-
ziabile con continuitd in x, si considera la traiettoria ottima e il relativo
controllo ottimo x*, u* e una variazione locale del controllo per un fissato
istante 7 €]0,7] e un € > 0

w te|t—erT

u* altrimenti

che determina uno stato perturbato x.. Assunto che per un certo istante s si
abbia rispetto alla famiglia di soluzioni vicine a

lim X&) =X(5) _

e—0 €

allora é possibile individuare il vettore tangente allo stato

u(t) = lim xe(t) —x(t)

e—0 €
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ben definito su [0,77] e soluzione di

V(t) = gx (t,x(t))v(?)

con gy matrice Jacobiana di g rispetto a x. A questo punto si definisce il
sistema aggiunto come

w(t) = —w(t)gx(t,x(1))

ne segue che il prodotto scalare (w(t),v(t)) =0, Vt € [0,T]. Dalle proprieta
della traiettoria ottima segue che P(x.(T")) < P(x*(T')) ed ¢é inoltre vero
che il gradiente del costo individua la direzione di massima variazione dello
stesso, ovvero la traiettoria ottima, come espresso da (3.4). Segue che

(w(T),v(T)) = (VP*(T)),v(T)) <0

una codizione perd vera in ogni istante e che permette quindi una regressione
temporale (Figura 3.4) della condizione sul prodotto scalare, data la costanza
di quest’ultimo. Questa espressione ¢é la stessa della condizione (ii7).

v(T) .,

viT) xl' . Pt T)=v Y

2 (T)

YW= const.

Figura 3.4: Regressione temporale [7]

3.2 Analogia Variazionale

Come viene fatto notare in 3] e in [1] ’analogia tra il calcolo delle variazioni e
la derivazione del PMP sorge appena si definisce il problema base del calcolo
delle variazioni come il trovare una curva x*(-) : [0,7] — R" che massimizzi
il funzionale

T
Ix()] £ /0 Lx[f], x(8)dt x(0) =xp x(T) = xy (3.6)
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Dove L ¢é la Lagrangiana del sistema, ovvero una funzione

L:R"xR" - R : L = L(x,%). Come si pud notare il funzionale definito
nel problema variazionale & molto simile al funzionale costo in 1.4.

A questo punto si puo definire:

Teorema 3.2.1 (Equazioni di Eulero-Lagrange). Sia * soluzione del
problema base del calcolo delle variazioni, allora x* ¢ soluzione delle equazioni
differenziali di Eulero-Lagrange(EL):

&IV (a* (1), ()] = Vil (a* (1), # (1)

Dove per Vv L, VxL si intendono i gradienti della Lagrangiana secondo
rispettivamente la velocita e la posizione. Come accadeva per il PMP, il
senso delle equazioni (EL) & che trovate le soluzioni di queste, la soluzione
del problema base é tra queste, nel caso esista.

Continuando

Definizione 3.2.2. Per una curva z(-), si definisce
p(t) = VoL(z(t),z(t)) telt,T] p(-) é il momento generalizzato.

Ipotizzeremo che 'equazione del momento generalizzato sia ben definita
per la velocita, ovvero che esista soluzione per v = v(x, p), segue

Definizione 3.2.3. L’Hamiltoniana del sistema dinamico H : R* xR™ — R
st definisce come,

H(z,p) = p-v(z,p) — L(z, v(z, p))

A questo punto si pud derivare una variante delle equazioni di Eulero-
Lagrange considerando | 'Hamiltoniana:

Teorema 3.2.4. Sia *(-) soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange e sia
p(+) il momento generalizzato, allora la coppia (z(-), p(-)) risolve le equazioni
di Hamilton:

{ a(t) = VpH (a(t), p(t))
p(t) = —VgH (z(t), p(t))

Inoltre H(xz(t), p(t)) é costante in t

Dal Teorema 3.2.4 si nota come il PMP consista nel definire una quantita
di moto generalizzata per un particolare sistema fisico, dove questa é il co-
stato e la velocita corrisponde al controllo.
I problemi variazionali sono problemi di massimizzazione o minimizzazione e
possono quindi essere affrontati con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Per esempio, definite due funzioni g, f : R® — R, ¢, f € C! e un vincolo
S ={x €R" : g(x) = 0} il problema di massimizzazione o minimizzazione
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con tale metodo corrisponde a risolvere il sistema non lineare in incognite
(x,\) € R**!

Vf(x) = AVg(x)
g(x) =0
Vg(x) # 0

Se vengono imposti m vincoli sono richieste m variabili aggiunte \;
Vix)=MVa(x)+ AVg(x)+- -+ A Von(x)

Ma D'esistenza del moltiplicatore di Lagrange é solo una condizione necessa-
ria per la massimizzazione o minimizzazione, possono quindi esistere punti
del vincolo in cui sono definiti dei moltiplicatori ma che non sono punti di
massimo o di minimo.

Il problema di controllo ottimo &

x(t) = f(t,x(t),u(t)) T={x} CR"
x(to) = xo
minyey,, Plu(-)] = minyey,, f;;l FO(x[t], u(t))dt

In questo caso i punti di minimo sono infinito-dimensionali (funzioni u) su
un vincolo differenziale (%x(t) = --- ), seguira la necessaria esistenza di un
moltiplicatore infinito-dimensionale, ovvero una funzione. In questo caso il
moltiplicatore & proprio il co-stato esteso.



Capitolo 4

Equazioni di
Hamilton-Jacoby-Bellman

Introduzione

Il seguente capitolo ha lo scopo di introdurre una forma alternativa al PMP,
come le equazioni di Eulero-Lagrange e il teorema dell’Hamiltoniana nel pro-
blema variazionale. Per fare questo si sfruttera un importante paradigma di
programmazione, quello della programmazione dinamica(PD). Sulla base di
cio verra dedotto un principio di ottimalitd nel caso a tempo discreto noto
come principio di ottimalita di Bellman. Infine si applichera tale principio
al problema di controllo ottimo arrivando a derivare, sotto alcune ipotesi, la
cosiddetta equazione di Hamilton-Jacoby-Bellman(HJB), una forma alterna-
tiva del PMP. Benché presupponga alcune ipotesi stringenti, la derivazione
sottolinea come nel problema di controllo, e pitt in generale nei problemi
variazionali, sorgano spontaneamente concetti matematici quali i co-stati.
Si fa notare come derivazioni pil tecniche siano comunque possibili partendo
da ipotesi meno stringenti. Verra seguita la derivazione presente in [4], e con
lo scopo di alleggerire la notazione verra tralasciato il grassetto ad indicare
grandezze vettoriali.

4.1 Programmazione dinamica

Viene definito il problema base su cui si operera:

Definizione 4.1.1 (Problema base della PD).
Definito un sistema dinamico controllato tempo discreto

xk—&-l:fk(wkauk)» k=0,...,N—1
T € Sk,uk GU(a:k) C Cp,

21
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Si introducono politiche di controllo ammissibili m = {po, ..., un—1}, ovvero
successioni di funzioni g : ux = pr(xg) @ up € Uy (zg) VYo, € Sk
Per una specifica politica di controllo viene definito il costo

N-1
Jr = gn(zN) + Z 9k (@, (k)
k=0
Segue la politica ottima 7 :  Jp«(x9) = infrern Jr(zo) dipendente dallo

stato iniziale.
1l costo ottimale minimizza il costo ed ¢ definito come

* — inf
J* (o) ﬂl_Ieln Jr (o)
La PD & basata su un concetto introdotto da Bellman:

Definizione 4.1.2 (Principio di Ottimalita).
Con la politica di controllo ottimale 7* in utilizzo e il problema troncato allo
stato x; nell’istante i, volendo minimizzare la funzione cost-to-go da i a N:

N-1
Ji =gn(zN) + Z 9k (@, pe (k)
k=i
la politica troncata {i, i 1, ., W_1} € la politica ottima per il sottopro-

blema.

Il principio di ottimalita deriva da un concetto semplice e allo stesso
tempo potente: se gia all’inizio la politica di controllo non fosse stata ot-
timale avremmo potuto minimizzare il costo cambiandone i termini da un
certo punto in poi. Per induzione deriva che essa rimarra ottimale in ogni suo
istante di applicazione, una volta garantita I’esistenza e ['unicita della traiet-
toria fissato uno stato iniziale e un controllo. Seguendo un approccio euristico
si intuisce come sia possibile derivare una politica ottimale procedendo per
passi successivi, basandosi ad ogni passo sul principio di ottimalita, da cui:

Teorema 4.1.3 (PD). Dato uno stato iniziale zo: J*(xo) = Jo(z0), dove il
termine destro ¢ definito dal sequente algoritmo tempo inverso da N-1 a 0

In(zn) = gn(zN)

Ji(xg) = inf  {gr(@r, uk) + Jer1 (fe(zr, ue))} (4.1)

up €U (T1)

Se uj = pj(xr) minimizza il lato destro della precedente equazione per ogni
k, allora la politica di controllo corrispondente é ottimale.

Il precedente algoritmo pud essere molto costoso dal punto di vista com-
putazionale, soprattutto all’aumentare degli stati in gioco, ma molte volte é
I"unica opzione a garantire successo.
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4.2 Controllo Ottimo a Tempo Continuo

Noto l'algoritmo PD é ora possibile procedere con ’analisi di sistemi a tempo
continuo come in 1.1, definiti su un tempo finito [0, 7], come in molti casi di
interesse ingegneristico. I controlli ammissibili trattati saranno u(t) € Upc.
Trattandosi di un problema di controllo ottimo a tempo finito si considera il
funzionale costo del tipo 1.5.

T
Plu(-)] £ /0 H(x[t], u(t))dt + g(x(T))

A questo punto & possibile derivare sotto alcune ipotesi un’equazione alle
derivate parziali che ¢ soddifatta dalla funzione cost-to-go ottimale, il cor-
rispettivo tempo continuo dell’algoritmo PD. Le ipotesi possono essere rese
meno stringenti ma la validita di tali equazioni rimane.

Dividendo [0,7] in N sottointervalli usando la discretizzazione § = % segue
xp = z(ko)
up = u(ko)

Tyl = Tk + f(l‘k,uk)(5
J=g(xn) + psg 7@, we)d

Puo ora essere applicato l'algoritmo PD all’approssimazione tempo discreta,
indicando perd J* come la funzione cost-to-go ottimale nel caso continuo, J*
quella nel caso approssimato.

Si contruiscono a questo punto le equazioni di PD associate

J*(NS,z) = g(x)

J*(ko, z) = inf {r(z,u)d + J*((k4 1),z + f(z,u)d)}

Il funzionale costo in generale ¢ richiesto avere proprietd di differenziabili-
ta, & quindi possibile espanderlo in serie di Taylor in un intorno di (kd,x),
ottenendo

T*((k 4 1),z + f(z,u)d) = J*(kd,z) + Vi J*(kd, 2)0+
+ Vo J* (K6, 2)T f(x,u)d 4 o(0)

Nella precedente equazione gli operatori "gradiente" identificano i vettori
rispettivamente riga e colonna delle derivate parziali rispetto a t e x.
Quindi é possibile sostituire questo termine nell’algoritmo PD ottenendo

J*(kd,x) = inf {r(z,u)d + J*(k6, ) + Vi J*(kd, 2)0+
U

+ Vo J* (K6, 2)T f(x,u)d 4 o(0)}
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Facendo il passaggio al limite e altre operazioni algebriche, supponendo che

lim J*(ké,x) = J*(t,x) Vit,x
k—00,0—0,kd=t

si ottiene la seguente equazione per il funzionale costo del problema a tempo
continuo J*(t, )

Definizione 4.2.1 (Equazione HIB).

{ 0 = infuey{r(z,u) + ViJ*(t,2) + Vo J*(t, )T f(z,u)} Vi,z
J(T,z)=g(x) Vz

L’equazione di Hamilton-Jacoby-Bellman é un’equazione alle derivate

parziali la cui precedente derivazione informale si basa su ipotesi abbastanza
stringenti, come la differenziabilita del funzionale costo. Non & quindi assi-
curato che essa possa essere risolta, non essendo noto a priori se il funzionale
sia differenziabile 0 meno.
La HJB consiste in una condizione sufficiente sul controllo ottimo e la sua
risoluzione in forma analitica o computazionale permette di definire una fa-
miglia di controlli ottimi che minimizzano il termine destro dell’equazione.
Segue il seguente teorema basato sull’HJB:

Teorema 4.2.2 (Teorema di Sufficienza e HJB).
Supponendo che V(tx) sia una soluzione dell’HJB, ovvero che V(tx) sia
differenziabile con continuita rispetto a t e x e che sia tale che

{ 0 = infuey{r(z,u) + ViV(t,z) + V. V(t,2)T f(x,u)} Vit (4.2)
V(T,z) =g(x) Yz ’

Allora
V(t,x) = J*(t,x) Vit,x

Dove J* ¢ il funzionale costo del problema di controllo. La tratettoria di
controllo w*(t) che minimizza il lato destro dell’equazione HJB ¢é quindi
ottima.

I risultati di questo teorema derivano dalla combinazione dei risultati del
PD e dell’HJB: il primo garantisce che il costo ottimale sia una soluzione
dell’HJB, la seconda, sotto opportune ipotesi, garantisce che essa sia l'unica,
a seguito di considerazioni sulla natura della specifica equazione alle derivate
parziali.
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4.3 Sintesi di controlli Feedback

Una volta definita 'HJB & possibile applicarla ad uno dei problemi principali
nella teoria dei controlli, ovvero la sintesi di un controllo ottimo. Si prendera
in esame un problema molto generale ma anche esteso, per fare notare 1'utilita
di tale tipo di equazioni.

Definito il sistema lineare n-dimensionale con costo quadratico:

'()—Aw()+BU()
2(1)TQra(T) + 3 (x(t)7Q x(t) + u(t)T Ru(t))dt

Con le matrici Qr, @ simmetiche semidefinite positive e R simmetrica defi-
nita positiva. La HJB sara

0 = infue {27 Qz + I Ru+ V,V(t,2) + V.V (t,z)T (Az + Bu)}
V(T,r) = 2T Qrx
Ipotizzando una soluzione della forma
V(t,z) =2l K(t)z, K(t) € R™" simmetrica
si ottiene V,V (t,z) = 2K (t)z e V,V (t, ) = 2T K (t)z. Sostituendo nel’HJB
si ottiene

0= 1D£{$TQ£E +ul Ru+ 2T K (t)x + 207 K (t) Az + 227 K (t) Bu}
ue

Si utilizza il Teorema di Fermat rispetto al controllo u, condizione sufficiente
e non solo necessaria data la stretta convessita in u

2BTK(t)xr +2Ru =0

u=—-RI'BTK(t)z

Sostituendo il controllo trovato nell’HJB si ottiene
0=al(K(t)+ K(t)A+ ATK(t) - Kt)BR'BTK(t) + Q)z Vt,x

Quindi, perché V sia soluzione dell’HJB, deve essere soddisfatta una equa-
zione differenziale matriciale nota come equazione di Riccati

{ K(t)=-K(t)A—ATK(t)+ K(t)BR'BTK(t) — Q
K(T)=Qr

La risoluzione dell’HJB e dell’equazione di Riccati & equivalente. In questo
caso é possibile ottenere

J*(t,z) = aT K(t)x costo ottimo
p*(t,z) = —R™'BTK(t)x politica di controllo ottima

La costruzione delle equazioni HJB & quindi in grado di fornire strumenti
operativi per sintetizzare controlli ottimi, che si passi da queste stesse o attra-
verso le equazioni di Riccati. Queste ultime sorgono sempre nella definizione
dei problemi di sintesi e la loro risoluzione molto spesso é pit agevole.
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4.4 Legame HJB e PMP

Si procedera ora ad una derivazione informale del PMP passando attraverso
la HJB, quindi evidenziando la loro equivalenza. Si consideri ’equazione HJB

{ 0 = infucy{r(z,u) + ViJ*(t,2) + VoI (t,2)T f(z,u)} Vi x

J(T,z)=g(x) Vz (43)

Il Teorema 4.2.2 definiva come politica ottima quella che minimizzasse il lato
destro dell’equazione HJB, ovvero

u*(t) = arg uilellijl{r(:zr*(t), w) + Vo J*(t, ()T f(z*(t),u)} Vi o (4.4)

In particolare si noti che non & necessario conoscere V,J* in ogni valore
di x e t, ma soltanto ad un solo valore di x per ogni valore di t, ovvero
Vi J*(t, z*(t)). Questo fatto rende il calcolo dell’equazione precedente molto
piit semplice rispetto al calcolo dell’HJB.

Per procedere con la derivazione é necessario introdurre il seguente lemma

Lemma 1.

Sia F(t,z,u), (t € R,z € R u e U C R™), una funzione differenziabile con
continuita e U un sottoinsieme convesso di R™. Sia p*(t,z) differenziabile
con continuita, tale che

p*(t,x) = arg inf F(t,z,u) Vit,x
uel

Allora:
Vi{infyey F(t,z,u)} = Vi F(t,z, p*(t,z)) Vi,
Ve {infyeyy F(t,x,u)} = V F(t,x,u*(t,z)) Vit,x

Dowve nei termini destri si indica il gradiente, in quelli sinistri 1 vettor: delle
derivate parziali di F.

Differenziando entrambi i lati dell’HJB rispetto a x e t e sfruttando il
Lemma 1 grazie alle ipotesi di regolarita si ottiene per ogni (t,x) ’equazione
sui vettori delle derivate parziali

0= Vor(w, u*(t,2)) + Vo J*(t, x) + Vi, J*(t, )" f(x, (8, 2))+
+vxf($a ﬂ*(t>x))v$‘]*(ta ZE)
0= Vi J*(t,x) + Vo, J*(t,2)" f(z, p*(t,2))
Con
oft/oxt .- of"/ox!
oft/oz™ - Of"/0z"

(z,p* (t,2))
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Si é richiesto che le seguenti condizioni siano valide per ogni x e t. Quindi e
possibile specializzarle lungo la traiettoria derivante dalla politica di controllo
ottima in ¢ € [0,77, in cul

#*(t) = f(a*(t),u*(t))
Segue che

Vi (2t (1) + Vi J* (6 " (6) T f (2% (1), u* (1) = % (V2" (8, 27(1)))

Vi (t,2* (1) + V3T (t, 2" (1) f (2 (t), u* (1) = % (Ve (8, 2%(1)))

Se si definisce quindi il co-stato

p(t) = Vo J*(t,2*(t))
po(t) = ViJ*(t, z*(t))

Le due precedenti equazioni divengono rispettivamente

p(t) = =Va f(2*(t), u(t))p(t) — Ver(z*(t), u*(t)) (4.6)
po(t) =0 = po(t) costante Vit € [0,T] '

Il sistema di n equazioni differenziali del primo ordine 4.6 prende il nome di
equazione aggiunta come si & visto nella trattazione relativa al PMP. Dalla
condizione al bordo

J(T,x) =g(x) Vo= V,J(T,z)=Vg(z) Vax
segue
p(T) = Vg(a*(T)) (4.7)

Quindi lungo la traiettoria ottima con politica ottima vale la 4.6 con condi-
zione al bordo 4.7, mentre la condizione sul controllo ottimo 4.4 diviene

u*(t) = arg iIelzf{{T(x*(t)7 u) +pt)T f(a*(t),u)} Vte0,T] (4.8)
Ora ¢é possibile semplificare la notazione introducendo I’Hamiltoniana
H(z,u,p) = r(z,u) + p' f(z,u)

cosicché esattamente come avveniva nel PMP
@(t) = VpH (x*(t),u*(t), p(t))
p(t) = =V H(z*(t),u*(t), p(t))

Possiamo quindi definire il PMP in questa formulazione, considerando il
problema di minimizzazione
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Teorema 4.4.1 (PMP in forma HJIB).
Sia u*(t) traiettoria di controllo ottimo con corripondente traiettoria ottima
x*(t), ovvero

{ *(t) = f(a*(t),u*(t)) (4.9)

Sia p(t) soluzione dell’equazione aggiunta

Allora
w(t) = arg inf H(a* (), u(t),p(t) Vte[0,7] (4.11)
Inoltre

3C : H(z"(t),u (t),p(t)) =C Vtel0,T]

La costanza dell’Hamiltoniana lungo la traiettoria ottima con un control-
lo ottimo deriva dalle equazioni (4.3), (4.5), (4.6), e come nella trattazione
del PMP si nota che nel caso di un problema a tempo libero 'Hamiltoniana
sard nulla.

Il Teorema 4.4.1 cosi definito si presta molto bene ai problemi di sintesi, poi-
ché permette di calcolare il controllo ottimo esplicitamente una volta definita
I’Hamiltoniana del sistema.

Una possibile implementazione numerica € il metodo a vincolo doppio.

In questo metodo di usa la condizione di minimo 4.11 per mettere u*(¢) in
funzione di z*(t) e p(t). Si inserisce poi il valore trovato in 4.9 e 4.10 utiliz-
zando le rispettive condizioni al contorno. Poiché il numero delle variabili é
uguale al numero delle equazioni differenziali il problema é chiuso, sebbene
la soluzione possa essere difficile da trovare. Pud essere usato ad esempio il
metodo del punto fisso:

pn — (4.11) = u*(z,p) = (4.9) = z*(p,t) — (4.10) = Dn = pn?

dove la convergenza del metodo & garantita da particolari Teoremi, per
esempio applicando il Teorema delle Contrazioni:

Su uno spazio metrico completo con funzione distanza || - || il metodo del
punto fisso converge se per due funzioni
p*, p" 3 Lindipendente da p*, p*,0 < L < 1 : ||p* — p¥|| < L||p* — p*||
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4.5 Soluzioni generalizzate

La risoluzione dei problemi di controllo ottimo ¢ stata ricondotta a equazioni
differenziali, come nel caso dell’HJB. Soprattutto a causa delle non linearita,
non & perd sempre possibile individuare una soluzione per tali equazioni
secondo la definizione classica, ovvero una funzione u : @ = R, u € C*(Q)N
C(09) che verifichi ’equazione in ogni punto, nel caso del’HJB

F(z,u(z), Du(x)) =0 VaeQ D gradiente (4.12)

In tal caso viene introdotta una cosiddetta soluzione generalizzata, ovvero
una funzione localmente lipschitziana che soddisfi I’equazione quasi ovun-
que. Questo procedimento ¢ tipico per la risoluzione di equazioni differen-
ziali, ovvero la riduzione delle proprieta richieste ad una funzione per essere
considerata soluzione, nel caso delle equazioni HJB la soluzione prende il no-
me di soluzione di viscosita. La definizione delle soluzioni di viscosita si basa
sul caricamento delle proprietd di regolaritd su altre funzioni, denominate
funzioni test ¢, la cui combinazione con la soluzione di viscosita, tipicamen-
te del tipo u(:) — ¢(-), permette di definire le soluzioni in forma debole.
Risulta sotto ipotesi alquanto generali che la funzione valore (al piu sola-
mente continua) & l'unica soluzione di viscosita dell’HJB.

Il termine "soluzione di viscosita" deriva dal fatto che, definito € > 0, e
considerando 'equazione del secondo ordine in €2

—eAu(z) + F(z,u(x), Du(z)) =0 A operatore di Laplace (4.13)
vale la seguente Proposizione

Proposizione 4.5.1. Supposto di avere una successione ue € C? di solu-
zioni classiche di (4.13) uniformemente convergente in Q per e — 0 ad una
funzione continua u, u é soluzione di viscosita di (4.12).

Il termine —eAwu & chiamato "termine di viscosita" e lo studio dell’e-
quazione con € — 0 "metodo della viscosita evanescente", da cui il nome
soluzione di viscosita.

4.6 Principio Bang-Bang Debole

Segue una dimostrazione alternativa e meno tecnica del principio Bang-
Bang, enunciato in una forma pii debole, come in [5]. Essa considera delle
ipotesi non particolarmente stringenti grazie a cui il procedimento totale &
notevolemente alleggerito:
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Teorema 4.6.1 (Principio Bang-Bang Debole).

flz,u) = fi(z) + fa(x)u Ve e R", uwe U CR™ compatto,
f1: R™ — R” lipshitziana

fa : R™ — R™™ lipshitziana

u +— £(x, u) (funzione costo) concava e lineare Vz € R”

Definito U CR™ inviluppo convesso di U in cui ¢ definito un controllo
@ = {0 : [0,+00] — U} e introdotte le funzioni valore corrispondenti P, P
seque: P =P

Si ricorda che per funzione lipshitziana su € in uno spazio normato si
intende una funzione f : Q C R™ — R" per cui esiste una costante K > 0
tale che [|f(z) — f(y)] < Ko — yl| Vay € Q.

Per funzione concava (in u) si intende invece che 31, Ao, ..., A\, > 0 tali che
Ml ur) + Xol(x, ug) + ..o 4+ M@, up) < 0z, D 0 Aiwg).

Il Teorema 4.6.1 estende il 2.3.2 nel campo dei controlli ottimi e definisce in
particolare che i due estremi inferiori su cui é definita ’ottimalita coincidono,
sard quindi almeno possibile generare una successione di controlli bang-bang
che approssimino il controllo ottimo, ovvero 3uy : lim, o0 Pug, = P*.

Dimostrazione. Siano definiti i funzionali costo per A > 0

+oo
P(z) = inf /0 M 0(a(t), u(t))dt

uel

“+oo
P(x) = inﬁ/ e Mo(x(t), a(t))dt
ueU JO

a orizzonte infinito, ovvero senza limite temporale, la cui convergenza & ga-
rantita dal termine e™* all’interno dell’integrale, dove A ¢ detto fattore di
sconto.

U C R™ ¢ compatto, P uniformemente continua e una soluzione di viscosita
in R” di

AP + sup {(—fl(a:) ~ fo(2)A)VP — Uz, a)} —0

ael
Siano
H(w,p) = §ug {(=fi(z) = fo(x)t)p — l(z, 0)}
H(z,p) = sup {(=fi(z) = fa(x)u)p — l(z,u)}

Segue che ¢ sufficiente dimostrare che H = H perche le due equazioni HJB
coincidano e quindi P = P, in virtu dell’'unicita delle soluzioni del’HJB.
La disuguaglianza H < H deriva dal fatto che U C U, & quindi sufficiente



4.6. PRINCIPIO BANG-BANG DEBOLE 31

dimostrare che H < H.
Fissato (z,p) € R™ x R™, € > 0 segue che

Jaeld: Hwp) —e< (fi@) - fol@)t)p— i)

Allora vale il Teorema di Caratheodory:

Sia X C R™, allora ogni elemento del suo inviluppo convesso co(X) si puod
scrivere come combinazione convessa di al pitt n + 1 elementi di X:

n+1
fecoX)= Fz1,...,2ns1 €X, A1 20,..., M1 =0 (in:1) :
=1

n+1
T = )\ia:,-
=1
Nel caso in esame quindi esisteranno uy, ..., upr1 EU, A1 2 0,..., A 41 20
(Z?:Jrll )\,‘ = 1) T U= Z?:Jrll )\Zu,
Quindi
H(z,p) — e < (—fi(2) = fo(zx)@)p — (z, ) =

n+1 n+1

= (—f1(z) = fol@) > Niwi)p — €z, Y Niwg) <
i=1 P

n+1 n+1
< —fi(z)p — Z i fa(2)uwip — Z Ail(z,u;) (€ concava)
1=1 i=1
n+1
=Y "N [-h(@)p — fal)up — Uz, u)] <
i=1
n+1

SPPY Sup {(=fi(z) = fa(@)w)p — l(z,u)} = H(z, p)
i=1 U&

L’uguaglianza é verificata considerando I'arbitrarieta di e. O



Capitolo 5

Esempio Applicativo

Si & visto come in generale i metodi sopracitati siano applicabili a problemi
almeno lineari quadratici. Ora si vuole analizzare un caso applicativo, con lo
scopo di chiarire i vari metodi descritti, secondo la formulazione presente in
[2] e in [3].

Si consideri un carrello su rotaia (Figura 5.1) con effetto di attrito trascu-
rabile condotto da due motori a razzo posti alle estremita. La dinamica del
sistema ¢ di fatto molto semplice: definita la posizione p e la velocita p = ¢
il vettore di stato ¢ x(t) = (p(t), q(t))

%(t) = [ b ] x(t) + u(t) [ ; ] w(t) € [=1,1]  u(-) misurabile

— rocket engines

Figura 5.1: Carrello su rotaia [7]

Il controllo u(+) & definito per semplicita come solamente misurabile, seb-
bene sia piu frequente avere a che fare con funzioni meno patologiche per

32
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quanto riguarda i controlli, per esempio funzioni costanti a tratti. Il target
del problema in esame ¢ T = (0,0) : (p(t1),¢q(t1)) = (0,0) per ¢; non speci-
ficato.

I criteri di resa sono incorporati nel funzionale costo

t1
Plu()] = /0 O+ 20g2() + Asu())dt Ak >0, A+ Ap + Ag = 1

Si paragona ora l'insieme raggiungibile nel caso u(-) € Ugppc e nel caso
generico. Nel primo caso, con u(t) = 1 su qualche intervallo a partire da
t=20

(+)  p=¢ d=1=qi=p= ¢*(t) — @3 = 2[p(t) — po]

Nel caso in cui u(t) = —1

(=) p=g¢ d=-1=qi=—p=¢*(t) — ¢ = —2[p(t) — po]

La risposta ai due controlli si muove su due rami di parabola ¢> = +2p — a
con « costante (Figura 5.2). Considerando la natura del controllo & possi-
bile ottenere traiettorie paraboliche con punti di variazione del controllo. Il
sistema in analisi & autonomo e la natura delle traiettorie non dipendera
dal momento in cui avvenga la variazione del controllo ma solo dallo stato
in cui essa avvenga. L’equazione descrittiva della dinamica é lineare, garan-
tendo 'unicita della soluzione e della traiettoria per un definito stato iniziale.

E(lz, +1]

Q=

Figura 5.2: Traiettorie con politica di controllo u = £1
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Controllabilita e Controlli Bang-Bang

Per prima cosa é necessario verificare che il problema sia alla base control-
labile. Utilizzando il Teorema 2.1.4 sulla completa controllabilitd si nota
come

A:[gé] B:[(l)] M:[BAB}:HH:W(M):2
Inoltre considerando che I'unico autovalore della matrice della dinamica A ¢&
A = 0 segue dal Teorema 2.1.5 che C = R?, ovvero per il problema in analisi
di fatto ogni stato iniziale sarebbe conducibile al target.
La regione raggiungibile dal controllo u(-) € Upppc coincide con la regio-
ne raggiungibile nel caso generico, in quanto sono valide le condizioni del
Principio Bang-Bang 2.3.2.

'
S0 U=+
s

Figura 5.3: (—): ¢=+v—2p, p<0 (+): g=—v2p,p>0

Per la validita del principio Bang-Bang & possibile specificare che per rag-
giungere il target sarebbe sufficiente utilizzare la seguente politica di controllo
(Figura 5.3):

1 x(t) giace sopra (+)U(—) allora si usi u(t) = —1 fino all’intercettazione
della curva e poi si cambi controllo a u(t) =1

2 x(t) giace sotto (+) U (—) allora si usi u(t) = 1 fino allintercettazione
della curva e poi si cambi controllo a u(t) = —1

Principio di Massimo di Pontryagin

La politica di controllo appena definita perd é dedotta da Teoremi che non
considerano la definizione di un funzionale costo e un controllo ottimo. Si
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dimostrerad che perché il controllo sia ottimo deve valere una condizione ab-

bastanza stringente su di esso, caratteristica dell’applicazione del PMP.

Il problema puo essere affrontato dopo aver introdotto il costo dinamico
fo s)ds con A\ = A3 = 0, A2 = 1 da cui il vettore di stato esteso

f([t] = (2°[t], p[t], q[t))T, si vuole dimostrare che per un funzionale costo cosi

definito non pud esistere controllo ottimo a meno di non trovarsi inizialmente

sulla curva (4)U(—). Porre il problema ha senso perché sono valide le ipotesi

di convessita ed & garantita la sufficienza del PMP.

Si definisce il co-stato e ’aggiunto alla linearizzazione

a(t) . )
w(t)= | B(t) w(t) = — [T (x[t], u(t)] w(t)
v(t)
000
fex,u)T=| 000 | =a=8=0,7y=—-2qa -8
2g10

(0),8(t) = B(0) e che 'Hamiltoniana ¢ definibile come
(W, 1) = ag® + Bq + v

Segue che a(t) = «

H(w,x,v) =

Il PMP in questo caso afferma che se la coppia (X[-],u(-)) & ottima allora
esiste un co-stato w(-) : V¢ € [0, 1] H = a(0)g?[t] + B(0)q[t] +~(t)v < OVw €
[—1,1] e H = 0 per v = u(t). Inoltre

(7i7) w?(t) = a(t) = a(0) < 0 ovunque (controllo speciale)

Sono possibili due scenari:

1a(0)=0
a(0) = 0= 1(t) = =B0)t +~(0)
max H = max S(0)q[t] + [v(0) — B(0)t]v =
=M®W,x) = max S(0)q[t] +|7(0) - B(0)t] =0  ovunque
Segue che

u(®) = sgn[y(0) - S(0)¢]
M = p(0)glt] + |+(0) = B(0)t[ = O
(ii3) W(t) # 0= ~(0)— B(0)t # 0Vt
Si nota come dalla condizione (4i7) il controllo u(-) sia necessariamente

un controllo Bang-Bang con al massimo un cambio di controllo.
Ora:
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e Ipotesi: y(¢) non cambia segno. Dalla condizione precedente segue
che u(t) = £1, ovvero il target é raggiungibile solo nel caso in cui
lo stato iniziale sia gia in (+) U (—).

e Ipotesi: y(t) cambia segno ad un t = t* > 0, v(0) # 0,5(0) #0 e
V(") =0= H=p(0)q[t"] =M =0—= ¢[t"] =0

Questo significa che u(t) cambia controllo in ¢*. Per colpire il
target per qualche t; > ¢* sara necessario trovarsi su (+) U (—)
in t* , ma 'unico punto a ¢[t*] = 0 su tale curva & appunto il
target. Il cambio di controllo non ¢ necessario e lo stato iniziale
deve trovarsi su (+) U (—).

2 a(t) < 0 L’equazione aggiunta ¢é lineare ed & possibile assumere che a(t) = —1
senza modificare max H = 0

H(w,x,v) = —¢[t] + B(0)qlt] +~(t)v
max H o= M =—¢"[t] + B(0)qlt] + [y(t)] = ult) = sgn[y(¢)]

Le equazioni descrittive sono equivalenti al caso precedente, ma non
¢ assicurato che (t) sia lineare. Si procede con lo studio di questa
funzione:

Y(t) = 2q[t] = B(0) = (1) = 2u(t) = 2sgn[y(t)]
Ovvero v & continua a tratti, segue necessariamente che (Figura 5.4)

y(t*) > 0= v(t) concava versol'alto vicino a t*

Y(t*) < 0= ~(t) concava verso il basso vicino a t*

Questo significa che (¢) non pud avere due zeri distinti, a meno che
non si annulli su un intero intervallo I, in cui 4(t) = v = 0, ovvero

2q[t] — B(0) = 0 = q[t] costante = ¢[t] = 0 = u(t)

La richiesta che u(t) si annulli su un intero intervallo non & perd pos-
sibile, con considerazioni totalmente equivalenti al primo caso. Segue
che non é possibile neppure un cambio di controllo, perché la nullita in
almeno un punto sarebbe necessaria. Un controllo ottimo esiste quindi
solo per gli stati iniziali che si trovano sulla curva (4+) U (—).



37

Figura 5.4: Possibili forme locali di v(¢), i punti sono (7,v(7))

Equazioni di Hamilton-Jacoby-Bellman

Considerando un funzionale costo Plu(-)] = [ dt =7 con Ay =1, y = A3 =
0 si definisce la generica funzione tempo minimo V(p,q), non dipendente
dalla variabile temporale dato il sistema autonomo. Si vuole dimostrare che
per un funzionale costo cosi definito un controllo bang-bang & ottimo perché
la funzione tempo minimo relativa soddisfa 'HJB. Si sottolinea come non
si sia esattamente sotto le ipotesi del Teorema 4.2.2 anche se la regolarita
delle funzioni in gioco permette di procedere ugualmente. Considerando il
principio di DP e I’'HJB essa deve minimizzare il funzionale costo, segue

{ " infueu{r(il?a ’LL) + vxv(tv :[;)Tf(;p’ u)}’ f= ((], u)’ r=1
V(T,z) = g(x)

Ovvero

qVp+ Vg +1=0

nf {gVp +uly +1} =0 { V(0,0) =0

Si definiscono ora le due regioni individuate da (+) e (-) come
o I={(p,q) : p > —3dlal}

o II={(p,q):p<—3qlql}

Si considera xg appartenente alla prima regione, con ty = 0. La politica
di controllo deve necessariamente essere u(t) = —1 e la risoluzione delle
equazioni di moto fornisce

¢*[t] = ¢f + 2po — 2plt]
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Il cambio di controllo ¢ avviene quando si intercetta la curva ¢? = 2p, da cui
1 1 501
(Pe- 1) = (2P0 + 40). (po + 543)%)

con un tempo di cambio t. = gy — ¢qc.
Dopo il cambio il tempo necessario per raggiungere il target & ¢ — t. =

te = de = g0 — 2c (qe < 0).
Segue che per il problema in (I) il tempo richiesto nel caso migliore ¢

Plu(-)] = t1 = qo + /262 + 4po

La funzione tempo minimo & definita quindi per entrambe le regioni

QO+2\/p0+%Q(2) (1)
Viz) = 1.2
—qo +24/—po+3q5 (1)

Calcolando le derivate parziali nella regione (I) considerando uno stato ini-
ziale qualsiasi per 'applicazione dell’'HJB

Vo=1+(p+ g)’%q
_ ?y-1
Vo=@ +%) 2

Segue che per la regione (I)
¢\ 1 ¢\ 1

Vo + Vol +1=—qlp+5)2 = 1= (p+5) 3¢ +1=0
ovvero l'equazione HJB regge nella regione (I). Lo stesso si pud dimostrare
per la regione (II).
Si noti come lungo la curva (+)U(—) il funzionale costo non sia differenziabile
con continuitda anche se continuo. Questo ¢ un’ esempio dell’insorgenza di
limiti nell’applicazione dell’HJB.
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